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Розроблено математичну модель вихрострумового перетворювача у вигляді пласкої спі-
ралеподібної котушки індуктивності, яка дозволяє врахувати, як скін-ефект у провіднику, 
так і спіралеподібність самої котушки. Модель отримана застосуванням дискретного за 
просторовими координатами перетворення Ханкеля, що дозволило суттєво скоротити за-
трати машинного часу на розрахунок. Проведено порівняння моделі з урахуванням спірале-
подібності та без. Похибка розрахунку індуктивності без урахування спіралеподібності не 
перевищує 1.5 %. 
У подальшому планується розробити модель для урахування радіального зміщення ко-
тушки індуктивності відносно осі симетрії циліндричного об’єкту контролю, провести те-
оретичне дослідження цього фактора, оскільки забезпечити вісесиметричність системи 
«котушка індуктивності – циліндричний об’єкт контролю» на практиці практично не мо-
жливо. 
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Вступ 
Розповсюдження ультразвукових технологій висуває низку вимог до якості 
вимірювання та контролю основного параметру ультразвукового випромінюва-
ча (УЗВ) – амплітуди механічних коливань торця накладки УЗВ [1]. Застосу-
вання вихрострумового методу обумовлено тим, що торець накладки УЗВ виго-
товляють зі сплавів металу. Котушки індуктивності вихрострумового перетво-
рювача (ВСП), які застосовують для вимірювання механічних коливань ультра-
звукового частотного діапазону, живлять змінним ВЧ струмом і виготовляють 
на друкованих платах, що технологічно [2]. 
Проектуючи котушки індуктивності ВСП, необхідно вибрати їх конструк-
цію та провести попередній розрахунок параметрів ВСП, згідно вимог техніч-
ного завдання. Точність розрахунку параметрів ВСП суттєво скорочує час за-
трачений на проектування пристрою в цілому, тому постає проблема підвищен-
ня точності розрахунку котушок індуктивності ВСП. 
Основним методом, який дозволяє розрахувати плоску котушку індуктив-
ності, є метод оснований на теорії електромагнітного поля, а саме рівняння Ма-
ксвела. Методи, які розглянуто в [3] у випадку точних розрахунків, громіздкі та 
потребують значних затрат машинного часу, крім того, вони призначені для 
плоских котушок із круглим поперечним перерізом витка та не враховують по-
верхневий ефект у витку котушки, тобто залежність індуктивності від частоти 
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струму живлення. Формули, які представлені в [4], також або громіздкі та по-
требують значних затрат машинного часу, або наближені і потребують викори-
стання монограм, що незручно та не ефективно. Вплив поверхневого ефекту в 
витку котушки враховано наближено, шляхом поділу на частотні діапазони. 
Так, при низьких частотах та надвисоких, тобто таких, коли струм зосереджено 
в основному в при поверхневому шарі провідника, впливом поверхневого ефек-
ту нехтують, а на високих частотах, коли струм у поперечному перерізі провід-
ника розподілено нерівномірно, враховано наближено. Точність розрахунку за 
наближеними методами складає 10% – 40% [4]. Доцільно зазначити також, що 
при розрахунку за методами, наведеними в [3, 4], нехтують спіралеподібністю 
котушок. Витки котушок замінюють концентричними колами. 
Перетворення Ханкеля при розв’язуванні рівнянь Максвела з метою визна-
чення індуктивності котушки дозволяє отримати розв’язок, який представляє 
собою функцію Гріна, тобто розглянуто випадок, коли виток зі струмом пред-
ставлено нескінченно тонким і, як показано в [5], індуктивність такого витка 
визначити не можливо, тому що значення індуктивності прямує до нескінчен-
ності. Причину цього пояснює застосування дискретного перетворення Ханке-
ля, в результаті якого отримують розбіжний ряд, що обумовлено прямуванням 
площі поперечного перерізу провідника до нуля. Такий підхід використовують 
з метою визначення внесеного імпедансу котушки індуктивності електропрові-
дним об’єктом контролю, що розміщено над котушкою [6, 7]. 
Застосування методу скінченних елементів, наприклад російського програ-
много продукту ELCUT, для визначення індуктивності витка із струмом теж 
неефективно, оскільки, щоб врахувати вплив поверхневого ефекту, крок сітки 
розбиття мусить бути досить малим та нерівномірним, особливо в області про-
відника, що призводить до невиправданих затрат машинного часу. Врахування 
спіралеподібності котушки індуктивності суттєво ускладнює розрахунок та по-
требує застосування іншого більш складного програмного забезпечення, напри-
клад Ansys. При заміні ж провідника нескінченно тонким отримують завдання, 
проблему якого розглянуто вище на прикладі перетворення Ханкеля, тобто зі 
зменшенням кроку розбиття сітки індуктивність зростає, результат розрахунку 
не стійкий. 
 
Постановка завдання 
Сучасний розвиток програмного забезпечення систем САПР представляє 
широкі можливості для проектування котушок індуктивності ВСП на друкова-
них платах, наприклад програмний продукт P-CAD. Базовим елементом при 
побудові рисунку в системі P-CAD є пряма та півколо. Це накладає певні особ-
ливості при проектуванні пласких котушок на друкованій платі. Наприклад, 
щоб створити круглу спіралеподібну котушку індуктивності, необхідно засто-
сувати декілька півкіл різного діаметру (рис. 1). Різниця діаметрів визначається 
кроком намотки котушки.    
Постає завдання визначити вплив спіралеподібності таких котушок. 
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Модель спіралеподібного витка 
Індуктивність складного контуру L , тобто такого, який складається з N  ча-
стин, можна визначити так [4]: 
                                                   
k ki
k=1 k=1 i=1
= + , i k
N N N
L L M ¹å åå ,                                          (1) 
де kL  – власна індуктивність частини контуру, kiM  – взаємна індуктивність k -ї 
та i -ї частини контуру. 
 
 
Рис. 1. Спіралеподібна пласка 
котушка індуктивності    
Рис. 2. Виток спіралеподібної пласкої коту-
шки: вD  – крок намотки; 1R  – радіус 1-го 
витка; 2R  – радіус 2-го витка    
 
 
Індуктивність витка, що складається із півкіл різних діаметрів, центри яких 
зміщені один відносно одного на половину кроку намотки пласкої котушки, 
згідно (1) визначається як сума власних індуктивностей кожного з півкіл та їх 
взаємних індуктивностей. 
З метою визначення взаємних індуктивностей півкіл витка необхідно визна-
чити вектор-потенціал електромагнітного поля півкола у зміщених координа-
тах. Тому введемо дві системи координат: ( ), ,x y z , що зв’язана з центром півко-
ла 1 (рис. 2) радіусом 1 вR R= , та ( )1 1 1, ,x y z , зв’язану з центром півкола 2 (рис. 2) 
радіусом 2 в в0.5R = R + D , де вD  – крок намотки пласкої котушки. Виток жи-
виться струмом в j tI e w . Введені системи пов’язані між собою так: 
                                           
0
1 в 1 10.5 ; = ,
jx x e y y;z zj= + D =                                       (2) 
де j0  дорівнює нулю або p  залежно від напрямку зміщення відносно початку 
координат кожної з систем. 
Розглянуті завдання зручно розв’язувати так: 
a) вектор-потенціал одного з півкіл зі струмом, який визначений у системі 
координат ( ), ,x y z  або ( )1 11, ,x y z , перетворюється у вектор-потенціал у  
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системі координат ( )1 1 1, ,x y z  або ( ), ,x y z  відповідно; 
б) у зміщеній системі координат визначається взаємна індуктивність кожно-
го з півкіл між собою; 
в) визначають індуктивність витка із струмом, згідно (1). 
Застосуємо цю схему до поставленого завдання.  
Якщо визначено векторне поле ( ), ,A x y z , то його декартові компоненти од-
накові в обох системах координат з огляду лінійності зсуву (2). Однак завдання 
простіше розв’язувати в циліндричних координатах, тому використано форму-
ли зв’язку компонент вектора в циліндричній та декартовій системах координат 
[8]: 
                         ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ;  sin cos ;x y x yA A + A A A + Ar j= j j = - j j                   (3) 
                         ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ;  sin cos ;x yA A A A A + Ar j r j= j - j = j j                     (4) 
Вектор-потенціал витка із струмом у вільному просторі в циліндричних ко-
ординатах, якщо початок координат розміщено в центрі витка із струмом за 
умови нехтування струмами зміщення, застосувавши дискретне перетворення 
Ханкеля, можна записати так: 
                                               
( ) ( ) ( )1
1
n n n
n
r,z z rA A J
¥
j
=
= l lå ,                                 (5,а) 
де ( )n nzA l  – функція координати z; ( )1 nrJ l  – функція Беселя 1-го роду 1-го 
порядку; ln  – корні функції Беселя 1-го роду 1-го порядку параметру вpR ; 
p > 1  – параметр дискретизації простору за координатою r . 
Згідно (4) отримуємо: 
        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xn n n 1 n yn n n 1 n= sin ; = cos ;r,z z r r,z z rA A J A A Jl l l l- j j     (5,б) 
Щоб представити (5, б) у зміщеній системі координат ( )1 1 1, ,x y z : 
0
1
jr r e j= + D , необхідно скористатись такою теоремою додавання для циліндри-
чних функцій [9]: 
                            
( ) ( ) ( ) ( )00 1k m mk 1 k m m 1
m=
jj jjJ r e e J e J r e
¥
- jj jj
-
-¥
+ D = Då                    (6) 
при = 1k , враховуючи співвідношення [10]: 
( ) ( ) ( )mm m m = 0,1, 2...1 ,J r J r- = -  
Застосовуючи (6) разом із (5. б), отримуємо декартові компоненти вектор-
потенціалу витка як функції циліндричних змінних 1r ,  1j .  
Оскільки декартові компоненти однакові в обох системах координат, за   
формулами (3) знаходимо такі вирази для циліндричних компонент вектор-
потенціалу витка: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )
0
0
0
1 0 1 1
2m
m+1 11
1 m n 1
1 1 n 1
cos
;m +1
1
m 1
j
n n
jm
n nm j m
n
m m
e J J r
A A e J cos
e J r
J cos
j
¥
j=¥j - j
=
= -
æ öl D l j +
ç ÷
é ùç ÷= l D j -
ê úç ÷+ - l
ç ÷ê ú- l D - jë ûè ø
å å
   (7) 
   
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )
0
0
0
1 0 1 1
1 11
1 12
1 1 1
sin
sin 1 .
1
sin 1
j
n n
m m nr n m j m
n m nj m
m m n
e J J r
J mA A
e J r
e J m
j
¥
=¥ -- j
= j
= +
ì ül D l j +
ï ïï ïæ öé ùl D - j += í ýç ÷ê ú+ - lï ïç ÷ê ú+ l D + jï ïë ûè øî þ
å å
 (8) 
Як видно з (7) та (8), зміщення системи координат призводить до появи но-
вої складової вектор-потенціалу, rA , а проста підстановка 0D =  підтверджує 
правильність перетворення, оскільки отримуємо r 0A = , а вираз (7) переходить 
у (5,а). 
Напруженість електричного поля – векторна величина, щоб визначити на-
пругу, що наведена у півколі використаємо його j -складову [2]: 
                                 
2
1 1 r zArA rAE j A
r r r zk
j
j j
ì üé ¶ ùæ ö¶ ¶ ¶ï ï= - w + + +í ýê úç ÷¶j ¶ ¶j ¶è øï ïë ûî þ .
                  (9) 
Підставляючи (7) та (8) у (9) та провівши інтегрування за координатою j , 
отримаємо такий вираз напруги, наведеної у півколі: 
( ) ( )
( ) ( )
( )
в r
h
в r
h
1 1 в r в r 1 n 1 1
в в 0 n
1 n 1 1
,
R 0.5
h 0.5
n R 0.5
h 0.5
r f r R 0.5 ,R +0.5 J r dr
U R j0.5 J
A z dz
j+ D¥
+ D
= - D
- D
- D D l ´
= - pw l D
´
å ò ò
&
& , 
( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )
1 2
1 2
1 2
1 2
+
, ,
r R r R
R R
1 r R 1 r R e e
f r R R
2 1 e
-g - g -
j g -
é ùg - - -é ùë û ë û=
é ù-ë û
& &
&
&
& , 
де в 0 вjg = - wm m s& ; вm  – відносна магнітна проникність матеріалу витка зі 
струмом; 70 4 10-m = p  Гн м ; вs  – питома електропровідність матеріалу витка. 
Взаємна індуктивність визначається так: 
( )
( )( )в в
в
в
Im U R
M R
I
=
w
&
 
Отже, отримано математичний вираз, що дозволяє врахувати спіралеподіб-
ність пласкої котушки індуктивності, спроектованій у сучасних системах 
САПР, наприклад P-CAD. 
 
Числові розрахунки 
Оскільки завданням було розробити математичну модель розрахунку плас-
кої котушки індуктивності з прямокутним поперечним перерізом провідника з 
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урахуванням її спіралеподібності, запишемо її імпеданс з урахуванням (1) та 
[5]: 
( )
( )
( )( ) ( )( )( )
0.5
0.5
0.5
. . 1 0
1 0.5
1 1
0 1
22 2
0
, 0.5 , 0.5
, 0.5 , 0.5
2
1 1
h
n
h
h
n
h
h
z
h h
h
h
z
п к h h
n h
N N
nm nm nk
m k m
n в в n в в
e g z h h dz
Z j e g z h h dz
Int Int Int
p R N R J p R N R
+ D
l
j
- D
+ D
-l
j
= - D
- -
= = +
æ ö
ç ÷
ç ÷
- D + D ´ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷= wpm m ´ - D + D ´
ç ÷
ç ÷
ç ÷æ ö
´ +ç ÷ç ÷
è øç ÷
ç ÷l + - D l + - Dè ø
ò
ò
å å
&
& &
¥
å        (10)
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1 в в r в в r 1
,
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R R 0.5
R R 0.5
R 0.5 R 0.5
R 0.5 R 0.5
Int 0.25 1+ J R
r f r R R 0.5 ,R R +0.5 J r dr
r J r
f r R 0.5 R 0.5 ,R 0.5 R +0.5 dr
n
+nD + D
j
+nD - D
+ n+ D + D
j+ n+ D - D
= l D ´
æ ö
+ nD - D + nD D l +ç ÷
ç ÷
´ç ÷
l ´ç ÷
+ç ÷ç ÷´ + n + D - D + n + D Dè ø
ò
ò
&
&
,
  
де n = ,m k ; вRD  – крок намотки; N – кількість витків. 
Розрахуємо індуктивність пласкої котушки індуктивності з урахуванням 
спіралеподібності та без її урахування. Параметри котушки такі: внутрішній 
радіус в 3 9R = ,  мм, крок намотки в 0,4D =R  мм, кількість витків N = 11. Індук-
тивність пласкої котушки з урахуванням спіралеподібності така 
L = 0.853  мкГн , індуктивність пласкої котушки без урахування спіралеподіб-
ності така L = 0.841  мкГн . Тобто індуктивність пласкої котушки з урахуванням 
спіралеподібності відрізняється на 1.4%.   
 
Висновки 
Розроблено математичну модель пласкої котушки індуктивності, спроекто-
ваній у сучасних системах САПР, наприклад P-CAD, що дозволяє врахувати її 
спіралеподібність. Крім спіралеподібності, модель дозволяє врахувати також і 
поверхневий ефект у матеріалі провідника котушки. Відносна похибка моделі 
без урахування спіралеподібності котушки порівняно з моделлю, яка її врахо-
вує, складає 1.4d » % . 
Отже, при проектуванні ВСП за допомогою сучасних систем САПР спіра-
леподібністю круглої котушки на друкованій платі можна знехтувати, оскільки 
похибка розрахунку індуктивності 1.4 %, яка виникає при цьому, є меншою по-
хибок сучасних приладів вихрострумового контролю (здебільшого не менше 
Наукові та практичні проблеми виробництва приладів  та систем 
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2%), які визначаються похибками виготовлення стандартних зразків, за якими 
здійснюється налаштування цих приладів.  
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Current requirements for the safe operation of tanks with environmentally hazardous 
substances (TEHS) rise new challenges for researchers and engineers, among them is development 
of effective methods and techniques for continuous monitoring of technical condition of TEHS. This 
is particularly important when the TEHS is operating in harsh environmental conditions, due to 
which there is a risk of an emergency situations. 
Other authors usually do not consider the selection of geometric model and analysis of the 
causes of cracks, so the purposes of this article are: 1) development of the geometric models of the 
TEHS and study of the influence of structural elements on the simulation results; 2) simulation and 
